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Під час оцінювання напружено-деформова-
ного стану трубопроводів різного призначення 
(НДС) використовуються апаратні засоби, 
принцип роботи яких базується на використан-
ні ефектів взаємодії фізичних полів різної при-
роди [1]. При цьому важливого значення набу-
ває використання математичного апарату для 
кількісної оцінки вказаної взаємодії. Часто ви-
користання математичного апарату дає змогу 
одержати основну частку інформації про дослі-
джуваний об’єкт, тому можна говорити про ма-
тематичні методи контролю технічного стану 
трубопроводів, і, зокрема, його НДС [2]. Мате-
матичний апарат обробки даних внутрішньо-
трубної інспекції за допомогою апаратури, ви-
готовленою фірмою “Rozen Europe B.V.”, дає 
змогу суттєво підвищити ефективність цих ме-
тодів, оскільки, як можна встановити шляхом 
аналізу робіт [3], діагностичні поршні XYZ-
Mapping уможливлюють одержання поля три-
вимірних координат осі трубопроводу, визна-
чення деформації поверхні, овальності, зміни 
радіуса трубопроводу на певному наборі пере-
різів у кількох точках за полярним кутом. Вка-
зана інформація на даний момент не викорис-
товується для оцінки НДС трубопроводу або 
його зміни, хоча при використанні математич-
ного апарату її цілком достатньо для оцінки 
параметрів НДС – всіх компонент тензорів де-
формацій та напружень. При цьому можна за-
стосовувати відому методику оцінки НДС тру-
бопроводу або його зміни [4] за відомими пе-
реміщеннями певної множини точок поверхні. 
Як правило, ця методика використовувалась 
для оцінювання НДС трубопроводу за відоми-

ми переміщеннями точок, що розташовуються 
на верхній твірній трубопроводу або ж на його 
осі [5], проте, аналізуючи дані внутрішньотру-
бної інспекції, її можна узагальнити  для більш 
широкого класу множин, на яких задаються 
переміщення точок, наприклад, для випадку, 
коли переміщення задаються на деякій дискре-
тній множині точок перерізу трубопроводу. 
Необхідно розглянути клас умов, яким повинні 
задовольняти функції, що характеризують гео-
метрію трубопроводу та його зміну, оскільки, 
як було зазначено, використання діагностичних 
поршнів дає змогу одержати координати точок 
перерізу  з певним кроком за полярним кутом 
та оцінити їх переміщення. 

В пов’язаній з досліджуваним тілом систе-
мі координат );;( rs  , де s – поздовжня коор-
дината,  – полярний кут, r – радіальна коор-
дината записується як радіус-вектор точки тру-
би у вигляді [2]: 
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де: cr
  – радіус-вектор точки на осі трубопро-

воду; ccc r;b;n   – нормаль, бінормаль та дотична 
до осі трубопроводу; 

)t,r,,s();t,r,,s();t,r,,s(   – функції, 
що задають зміну геометрії трубопроводу: 

)t,r,,s(   – у радіальному напрямку; 
)t,r,,s(   – у напрямку полярного кута; 
)t,r,,s(   – у поздовжньому напрямку. Зада-
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ючи вказані функції в різній аналітичній формі, 
можна одержати розв’язки задач, що відпові-
дають різним способам навантажень (задача 
Ламе, задача кручення стрижнів, задача про 
чистий згин). Загалом, коли задано лише пере-
міщення контрольних точок, при побудові фун-
кцій геометрії необхідно здійснювати з дотри-
манням певних додаткових умов, які виплива-
ють з таких міркувань: подання (1) повинно 
описувати малі деформації пружного характе-
ру, а також найпростіші випадки пластичних 
деформацій, тому функції зміни геометрії 

)t,r,,s();t,r,,s(   та )t,r,,s(  повинні 
мало змінюватись з часом – наприклад, якщо в 
деяких випадках для функції )t,r,,s(   спра-
ведливим є подання: 

)t,r,,s(r)t,r,,s(  1  ,          (2) 
то можна припустити, що на функцію  

)t,r,,s( 1  накладаються додаткові умови: 
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де:  )t,r,,s( 1  – градієнт функції; 21  ;  – 
достатньо малі додатні числа. Це  певною мі-
рою уможливлює встановлення умови на функ-
ції геометрії, проте у разі практичного викорис-
тання такого підходу необхідно дати більш чіт-
кий спосіб вибору як функції )t,r,,s( 1 , так і 
величини 1 та 2 . При цьому можна викорис-
тати поняття близькості кривих [6]: криві )t(f  
та )t(g  називають близькими порядку близь-
кості k , якщо виконується умова: 

k;...;;i,)t(g)t(f
)i()i(

100   . (4) 

Накладання на функції геометрії умов бли-
зькості порядку 2 за всіма аргументами умож-
ливлює врахування таких вимог, що витікають 
з фізичної картини процесу деформування: 

а) деформації трубопроводу є малими в 
порівнянні з характерними розмірами об’єкта; 

б) поверхня трубопроводу в процесі дефо-
рмування залишається достатньо гладкою 
(умови близькості похідних); 

в) в кожній точці досліджуваної ділянки  
трубопроводу радіуси кривини за головними 
напрямками змінюються мало. 

Вказані положення дозволяють при виборі 
функції геометрії використовувати або відомі 
аналітичні формули подання перерізів до та 
після деформації, або встановити нові, більш 
точні підходи до вибору алгоритмів інтерполя-
ції або апроксимації перерізів. 

Розглянемо важливі часткові випадки: 
а) наближення перерізу, що до деформації 

мав форму кола, еліптичною конфігурацією: 
Якщо початкова конфігурація перерізу 

трубопроводу має форму кола, то для її моде-
лювання можна задати таку функцію: 

]R;R[x;xRy 
22

1 .         (5) 
При цьому деформований переріз моделю-

ється еліптичною конфігурацією: 
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Порівнюючи похідні функцій (5) та (6): 
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можна зробити висновок про те, що рівності (7) 
та (8) співпадають при .; 00 21   Тому ви-
користання для моделювання деформованих 
конфігурацій залежності (6) дає змогу моделю-
вати деформовані перерізи, особливо в тих ви-
падках, коли вказана деформація обумовлена 
зміною форми осі трубопроводу [7], причому 
особливо важливим є те, що формула (6) може 
бути використана для всього перерізу. 

б) наближення перерізу, що до деформації 
мав форму кола, параболічною конфігурацією: 

Якщо початкова конфігурація перерізу за-
дається співвідношенням (5), то деформований 
переріз можна задавати співвідношенням (6), 
проте його використання пов’язане з викорис-
танням складної аналітичної формули. Виникає 
питання, чи можна замінити (6) більш простою 
конфігурацією, наприклад, параболічною зале-
жністю виду: 

,k];kR;kR[x,cbxaxy 10
2

  (9) 
причому парабола (9) повинна проходити через 
точки: 
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В такому випадку (9) записується у вигля-
ді:  

,Rx
Rk
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і, оцінюючи виконання умов близькості ІІ-го 
порядку, можна вказати, що при 40,k   криві 
(9) та (5) мало відхиляються на даному відріз-
ку: максимальне значення відхилення складає 
0,0013R, що є задовільним для технічних роз-
рахунків. 

в) моделювання деформованих перерізів за 
даними про переміщення точок перерізу, одер-
жаними за результатами внутрішньотрубної 
інспекції. 

При відновленні форми перерізу трубопро-
воду за даними внутрішньотрубної інспекції 
доцільно використовувати інтерполяційний ку-
бічний сплайн зі згладжуванням даних [2]. При 
традиційному використанні такого сплайну 
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згладжуюча функція )x(g  мінімізує на класі 

]b;a[W
2

2  функціонал виду 
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де: kp  – коефіцієнти згладжування, деякі дода-
тні числа, величина яких впливає на врахування 
в (12) умов інтерполяції; kf~  –  координати точ-
ки в вузлах інтерполяції, одержані експеримен-
тальним шляхом. Алгоритм побудови такого 
сплайну є відомим, з метою побудови методами 
інтерполяції кривої, що задає форму деформо-
ваного перерізу, функціонал (12) необхідно мо-
дифікувати так: нехай )f,x( ii  – це значення 
координати точки, одержане шляхом проведен-
ня внутрішньотрубної інспекції. За цими коор-
динатами знайдемо характеристики кола, що 
найкраще наближає вказану залежність: якщо 
рівняння кола: 

,R)yy()xx(
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0
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то величини 
2

00 R;y;x  знайдемо за методом 
найменших квадратів шляхом мінімізації функ-
ції: 







n

i
ii Ryfxx

Ryxs

1

222
0

2
0

00

,])()[(

);;(
   (14) 

мінімізація якої завжди існує. За знайденими 
2

00 ;; Ryx  одержуємо: 
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0 )( xxRyy  .             (15) 
Алгоритм згладжуючого кубічного сплай-

ну реалізуємо шляхом мінімізації (12) з єдиним 
уточненням: величини kf вибираються за фор-
мулою: 

]1;0[,)1(~
 tyttff kkk .         (16) 

Якщо 0t , то інтерполяційний згладжую-
чий сплайн буде будуватись з урахуванням ву-
злів, розміщених на колі (15), при цьому 
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у випадку 1t  інтерполяційний згладжуючий 
сплайн будується за координатами експеримен-
тально визначених точок ),( kk fx . Введення 
параметра t  дає змогу враховувати умову бли-
зькості кривих другого порядку для деформо-
ваного та недеформованого перерізу. Якщо ві-
домо, що переріз уже в початковий момент мав 
певну еліптичність, рівняння (13) можна замі-
нити рівнянням еліпса вигляду 
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в такому випадку обчислюються величини 
22

00 b;a;y;x . Зазначимо, що інтерполяційний 
кубічний сплайн при цьому будується з ураху-
ванням періодичності граничних умов, або ж 

для заданих значень похідних в граничних точ-
ках. Для проведення модельних розрахунків 
напружено-деформованого стану для трубо-
проводу з деформованими перерізами викорис-
товуються відомі результати задачі Ламе для 
фізичних компонент тензора напружень [8], в 
яких за значення внутрішнього та зовнішнього 
радіусів трубопроводу вибираються величини, 
обчислені за формулами: 
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де вз f;f  – функції, побудовані за запропоно-
ваними алгоритмами для деформованих внут-
рішньої та зовнішньої поверхонь. 

Для труби з еліптичним поперечним пере-
різом, який задається формулами: 
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проведемо числові розрахунки, результати яких 
наводяться в таблиці 1 ( мRз 71,0 , 

мRв 016,071,0  , МПаE 210000 , 3,0 . 
Встановлено, що за невеликих рівнів еліп-

тичності кільцеві напруження мало відрізня-
ються від напружень, що виникають в трубах з 
кільцевою формою перерізу, тоді як при зна-
ченнях 15.01   вказані величини відрізняють-
ся вже суттєво, тому використання при цьому 
нормативних залежностей для розрахунку кіль-
цевих напружень може призвести до суттєвих 
похибок.  

В таблиці 2 зведено результати розрахун-
ків перерізів, що задаються залежностями (5) та 
(9), аналізуючи які можна зробити такі виснов-
ки: моделювання профілю перерізу з викорис-
танням параболічних залежностей свідчить, що 
у випадку, коли на деякому сегменті форма пе-
рерізу має параболічну конфігурацію, значення 
кільцевих напружень суттєво відрізняються від 
значень цих напружень для перерізу з конфігу-
рацією у формі кола. 

Розроблена методика дає змогу вдоскона-
лити систему внутрішньотрубного діагносту-
вання, збільшити його можливості в плані оде-
ржання кількісної інформації про напруження, 
що виникають в матеріалі трубопроводу. Вста-
новлено, що величина діючих в трубопроводі 
напружень суттєво залежить від форми попе-
речного перерізу. Вказані підходи до побудови 
функцій геометрії можуть бути використані і 
під час побудови функцій )t,r,,s(   та 

)t,r,,s(  , а також для визначення ступеня 
зміни векторів ccc rbn  ;;  (1).  
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Таблиця 1 – Порівняльний аналіз кільцевих напружень для еліптичних перерізів 

1  Кільцеві напруження  
для труби з круглим  

поперечним перерізом,  
МПа 

Максимальні кільцеві  
напруження  для труби  

з еліптичним поперечним  
перерізом, МПа 

Мінімальні кільцеві  
напруження для труби  

з еліптичним поперечним  
перерізом, МПа 

0.06 91 99 74 
0.07 91 100 72 
0.08 91 102 69 
0.09 91 104 67 
0.1 91 106 64 
0.11 91 108 62 
0.12 91 109 59 
0.13 91 112 56 
0.14 91 114 55 
0.15 91 118 53 

 
Таблиця 2 – Порівняльний аналіз кільцевих напружень для параболічних перерізів 

k Кільцеві напруження  
для труби з круглим  

поперечним перерізом,  
МПа 

Максимальні кільцеві  
напруження  для труби  
з параболічним попере-
чним перерізом, МПа 

Мінімальні кільцеві  
напруження для труби  
з параболічним попере-
чним перерізом, МПа 

0.6 91 282 82 
0.5 91 275 85 
0.4 91 270 87 
0.3 91 267 89 
0.2 91 265 90 
0.1 91 264 91 

 


