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1. Вступ 
У практиці неруйнівного контролю та тех-

нічної діагностики  вимірювання питомого еле-
ктричного опору застосовують для сортування 
металів, ідентифікації сплавів, моніторингу ре-
жимів термічного оброблення конструкційних 
сталей та виявлення дефектів, які змінюють 
електропровідність матеріалу. Також за зміною 
питомого електричного опору можна судити 
про мікроструктурні зміни в металах [1]. На 
попередніх етапах досліджень авторами було 
розроблено новий підхід до визначення фізико-
механічних характеристик конструкційних ста-
лей з врахуванням їх структури [2] та дослі-
джено чутливість питомого електричного опо-
ру до мікроструктурних змін, що виникають в 
матеріалі металоконструкцій під час тривалої 
експлуатації [3]. Також, в роботі [4] вказується 
на можливість визначення ударної в’язкості 
сталей за виміряними значеннями питомого 
електричного опору. 

Для точного визначення питомого опору 
сталей найбільшого поширення набули вихрос-
трумовий та електроконтактні методи [5]. Ви-
хрострумовий метод застосовується тільки для 
немагнітних металів, оскільки на вихідний сиг-
нал вихрострумового перетворювача впливає 
магнітна проникність магнітного матеріалу.  
Тому найбільш доцільним є застосування елек-
троконтактних методів на постійному струмі, 
які, окрім того, дають змогу отримати інформа-
цію щодо питомого опору за об’ємом металу, 
що неможливо досягнути вихрострумовим ме-
тодом через присутність скін-ефекту.  

До електроконтактних методів відносяться 
дво-, чотиризондовий методи та метод Ван-дер-
Пау [6]. Двозондовий метод можна застосову-
вати тільки для зразків правильної геометрич-
ної форми і, окрім того, технологія проведення 
контролю вимагає створення омічних контактів 
на торцях зразка. Зрозуміло, що застосовування 
двозондового методу на реальних стальних 
об’єктах є досить проблематичним. Метод Ван-
дер-Пау дає змогу вимірювати питомий елект-
ричний опір зразків з довільною геометричною 
формою, проте його доволі складно реалізувати 
в технічному плані: вимагає індивідуального 
розміщення зондів в залежності від форми зра-
зка. Тому найбільш універсальним методом 
вимірювання питомого електричного опору ма-
теріалів слід вважати класичний чотиризондо-
вий метод.  

Як правило, чотиризондовий метод  реалі-
зується за допомогою чотиризондового сенсо-
ра-затискача, який прикладається до об’єкта 
контролю (ОК), та вимірювача активного елек-
тричного опору – мікроомметра. Розраховуючи 
питомий електричний опір за результатами ви-
мірювання електричного опору деякої ділянки 
матеріалу чотиризондовим методом, необхідно 
знати, яким чином впливають кінцеві розміри 
та товщина об’єкта контролю на покази мікро-
омметра.  

З огляду на вказані обставини, необхідно 
провести математичне моделювання контролю 
питомого опору з метою встановлення оптима-
льного співвідношення відстаней між зондами, 
а також впливу реальних геометричних розмі-
рів та товщини ОК на результати вимірювання. 
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2. Теоретичні основи методу 
Розглянемо теоретичні основи чотиризон-

дового методу вимірювання питомого електри-
чного опору на зразку, який являє собою напів-
нескінченний об’єм, обмежений плоскою пове-
рхнею. На поверхні зразка вздовж однієї прямої 
лінії розміщують чотири металеві електроди-
зонди з невеликою площею контакту (рис. 1). 
Через два зовнішніх зонди пропускають елект-
ричний струм, генерований джерелом постій-
ного струму. На двох внутрішніх зондах вимі-
рюють падіння напруги. За виміряним значен-
ням різниці потенціалів та струму можна ви-
значити величину питомого електричного опо-
ру матеріалу зразка. 

 

 
Рисунок 1 – Чотиризондовий метод  

вимірювання питомого електричного опору 
 
Використання чотиризондового методу 

контролю питомого електричного опору сталей 
дає можливість уникнути впливу на результати 
вимірювань перехідних опорів контактів. На 
рис. 2 зображено еквівалентну схему електрич-
ного кола при чотиризондовому підключенні до 
об’єкта контролю. Із схеми видно, що перехідні 
опори 1CR  i 2CR  струмових контактів 1 і 4 не 
впливають на напругу U , пропорційну вимірю-
ваному опору XR . Очевидно, що U  не залежить 
від перехідних опорів 1ПR  і 2ПR  потенціаль-
них контактів 2 і 3, оскільки у вимірювальному 
колі можна знехтувати струмом (високе зна-
чення вхідного опору вимірювача напруги U ). 

 

 
Рисунок 2 – Еквівалентна схема  

електричного  кола  
для чотиризондового підключення до ОК 

 
Основна перевага чотиризондового методу 

полягає в тому, що не потрібно створювати 
омічні контакти на зразку та є можливість ви-
мірювати питомий опір зразків різних форм і 

розмірів. Умовою для його застосування, з точ-
ки зору форми об’єкта контролю, є наявність 
плоскої поверхні, лінійні розміри якої переви-
щують лінійні розміри системи зондів. Багато 
особливостей реальних зразків, пов’язаних з їх 
формою, можна легко врахувати, застосовуючи 
чотиризондовий метод вимірювання.  

Для того щоб знайти аналітичну залеж-
ність між питомим електричним опором  , 
виміряними струмом I  та напругою U , необ-
хідно вирішити простішу задачу, пов’язану з 
протіканням постійного струму через окремий 
зонд, який контактує з плоскою поверхнею 
об’єкта контролю напівнескінченого об’єму [7] 
(рис. 3).  

 

 
Рисунок 3 – Модель зонда 

 
Відомо, що рух електричних зарядів у про-

відному середовищі характеризується густиною 
електричного струму j . З постійним (стаціона-
рним) струмом нерозривно пов’язані електрич-
не та магнітне поля. 

Ці поля не залежать один від одного і мо-
жуть розглядатися окремо. В даному випадку 
обмежимося аналізом електричного поля, яке є 
потенціальним. 

Розподіл потенціалу в провідному об’єкті 
підпорядковується лінійному диференціально-
му рівнянню з частинними похідними – рівнян-
ню Лапласа:  
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де  zyx ,,  – потенціал точки в тривимірному 
евклідовому просторі. 

Дослідження таких потенціалів і, зокрема, 
розв’язків диференціального рівняння Лапласа 
відоме в математиці як теорія потенціалу [8]. 

Оскільки розподіл потенціалу в напівнес-
кінченному об’ємі володіє сферичною симетрі-
єю, то для розрахунку потенціалу  r  в об’ємі 
зразка  залежно від відстані r  до контакту до-
статньо розв’язати рівняння Лапласа, в якому 
залишений тільки член, залежний від r , в сфе-
ричній системі координат: 
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за умови, що потенціал в точці 0r  позитив-
ний і прямує до нуля при великих значеннях r . 
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Розв’язавши рівняння (2), отримуємо вираз для 
розрахунку потенціалу: 

  .
2 r

Ir




                        (3) 

Очевидно, що розподіл потенціалу буде 
таким самим, якщо зонд матиме з поверхнею 
зразка контакт у вигляді напівсфери скінченого 
діаметра. Нехай радіус контакту рівний 1r , тоді 
падіння напруги на зразку рівне потенціалу зо-
нда і складає 
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Прирівнюючи падіння напруги на прикон-
тактному шарі товщиною 12 rr   
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і повного падіння напруги на зразку (4), можна 
спостерігати основну зміну потенціалу, ближче 
до зонда. Для наочності при 12 10rr   повне 
падіння напруги на зразку перевищує падіння в 
шарі 12 rr   лише на 10%. Це свідчить про те, 
що величина струму, що протікає крізь зонд, 
визначається, здебільшого, опором приконтак-
тної області, протяжність якої тим менше, чим 
менший радіус контакту. 

Отже, враховуючи вище сказане, необхід-
ними умовами застосування чотиризондового 
методу для вимірювання питомого електрично-
го опору матеріалів є:  

1) вимірювання проводяться на плоскій 
поверхні однорідного ізотропного ОК, лінійні 
розміри якого в кілька раз більші за розміри 
системи зондів;  

2) зонди мають контакти з поверхнею ОК в 
точках, розміщених вздовж прямої лінії;  

3) межа між струмопідвідними електрода-
ми і ОК мають форму напівсфери малого діа-
метру;  

4) діаметр контакту зонда малий порівняно 
з відстанню між зондами. 

Потенціал в будь-якій точці зразка рівний 
сумі потенціалів, які створюються в цій точці 
струмом кожного електрода (рис. 4). При  цьо-
му потенціал має додатній знак для струму, що 
втікає в зразок (зонд 1), і від’ємний для струму, 
що витікає зі зразка (зонд 4).  

Таким чином, потенціали вимірювальних 
зондів 2 і 3 можна записати відповідно: 
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Різниця потенціалів при цьому рівна: 
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Рисунок 4 – Ілюстрація до виведення  

формули для питомого електричного опору  
при чотиризондовому методі вимірювання 

 
З виразу (8) отримуємо формулу для ви-

значення питомого електричного опору матері-
алу зразка: 

.
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У випадку коли відстань між зондами од-
накова ( SSSS  321 ), то  

.2 S
I

U                         (10) 

Слід зазначити, що вираз (9) справедливий 
тільки для напівнескінченного об’єкта, тобто 
зразка, лінійні розміри якого набагато більші за 
відстань між зондами S . Для розрахунку пи-
томого електричного опору об’єкта з кінцевими 
поперечними розмірами та товщиною, необхід-
но вводити геометричну функцію поправки, яка 
залежать від розмірів системи зондів, орієнтації 
сенсора відносно країв зразка та габаритних 
розмірів зразка. 

 
3. Теоретичні дослідження щодо покра-

щення чутливості чотиризондового методу 
та оптимізації взаємного розміщення зондів 

Вираз (10) для випадку рівності відстані 
між зондами, як правило, використовують для 
розрахунку відносно великих значень питомого 
електричного опору напівпровідників. Для ви-
мірювання малих значень питомого електрич-
ного опору металів є доцільним підвищити чу-
тливість чотиризондового сенсора. 

Як випливає з виразу (8), чутливість чотири-
зондового методу за напругою прямопропор-
ційна величині постійного струму та обернено-
пропорційна еквівалентній відстані між зондами: 

.11111

322131 SSSSSSSекв 



    (11) 

Оскільки збільшення сили струму, що про-
тікає крізь зразок, обмежене допустимим нагрі-
ванням зразка, то підвищити чутливість методу 
можна, зменшуючи еквівалентну відстань між 
зондами еквS  за рахунок збільшення відстані 

2S  між внутрішніми вимірювальними зондами 
2 і 3 і зменшення відстаней 1S  та 3S  між стру-
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мовими та потенціальними зондами (відповідно 
1-2 і 3-4). Для наочності проілюструємо графі-
чно залежності еквівалентної відстані від зміни 
лінійних розмірів системи зондів.   

На рис. 5 зображено графічну залежність 
еквівалентної відстані між зондами еквS  від 
відстані між струмовими та потенціальними 
контактами S  ( SSS  31 ) при фіксованій 
відстані між потенціальними зондами 
( ммS 302  ). 

Аналізуючи графічну залежність (рис. 5), 
можна стверджувати, що зменшення відстані S  
призводить до зменшення еквівалентної відста-
ні еквS  і, відповідно, до збільшення чутливості 
чотиризондового методу. Враховуючи те, що в 
реальній конструкції чотиризондового сенсора 
діаметр одного зонда становить кілька мілімет-
рів, то оптимальна відстань між струмовими та 
відповідними їм потенціальними контактами 
повинна становити 10 мм.  

Проілюструємо тепер, яким чином зміню-
ється еквівалентна відстань еквS  залежно від 
зміни відстані 2S  між потенціальними зондами 
при фіксованій оптимальній  відстані 

ммSSS 1031   (рис. 6). Отже, збільшення 
відстані 2S  між потенціальними контактами до 
20-30 мм призводить до різкого зменшення ек-
вівалентної відстані еквS  і, відповідно, до збі-
льшення чутливості чотиризондового методу. В 
області мм 402 S  зменшення значення еквS  
відбувається повільніше, а при мм 602 S  

зменшення еквівалентної відстані не є значним. 
Це свідчить про недоцільність конструювання 
сенсора з досить високим значенням відстані 

2S , оскільки при мм 602 S  незначне підви-
щення чутливості чотиризондового методу не є 
пріоритетним. В даному випадку пріоритетним 
є питання зменшення габаритних розмірів сен-
сора, що реалізує чотиризондовий метод.  

Враховуючи сказане вище, оптимальні лі-
нійні розміри системи зондів є такими: відстань 
між струмовими та відповідними їм потен-
ціальними контактами – ммSSS 1031  ; 
відстань між потенціальними контактами – 

мм. 602 S  
 
4. Застосування методу до зразків прос-

тої геометричної форми 
 
4.1. Зразок напівнескінченного об’єму з ізо-

люючою границею 
 
Як вже зазначалося, вираз (9) можна засто-

совувати для визначення питомого електрично-
го опору об’єкта напівнескінченого об’єму, лі-
нійні розміри якого набагато більші за розміри 
системи зондів. Даний критерій застосування 
формули (9), по-суті, є напівкількісним, оскіль-
ки не враховує точного співвідношення між 
розмірами зразка і лінійними розмірами систе-
ми зондів. З метою отримання більш строгих 
критеріїв застосування виразу (9) розглянемо 
часткові випадки вимірювання питомого елект-
ричного опору зразків з обмеженими лінійними 
розмірами,  що дуже часто зустрічається на 
практиці. 

 
Рисунок 5 – Графік залежності еквівалентної відстані між зондами від відстані  
між відповідними струмовими та потенціальними зондами (при ммS 302  ) 
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Проаналізуємо детально такий випадок. 
Зразок напівнескінченного об’єму має плоску 
ізолюючу границю. Зонди розміщені на лінії, 
перпендикулярній до цієї границі (рис. 7). На-
явність ізолюючої границі на одній із граней 
зразка вимагає виконання однорідної граничної 
умови Неймана, тобто на ізолюючій границі 
нормальна складова струму, а, відповідно, і 
електричного поля, рівна нулю. Дана гранична 
умова буде виконана, якщо знаки дзеркальних 
джерел струму збігатимуться зі знаками реаль-
них струмів, що протікають крізь зонди 1 і 4. 

Використаємо метод дзеркальних відобра-
жень, який широко використовується в елект-
ростатиці. Для цього на продовженні лінії роз-
міщення зондів симетрично відносно ізолюю-
чої границі розмістимо два уявних контакти 
джерела струму 5 і 6 таких,  щоб задовольнити 
граничну умову Неймана на ізолюючій границі. 
Граничну умову на ізолюючій границі буде ви-

конано, якщо, вважаючи зразок напівнескінче-
ним, в точку 5 помістити від’ємне джерело 
струму – І, а в точку 6 – додатне джерело стру-
му І. Оскільки для даної граничної умови існує 
єдиний розв’язок задачі, то розв’язок для сис-
теми джерел струму 1, 4, 5 і 6 буде шуканим. 
Розраховуючи потенціали в точках 2 і 3 зі вра-
хуванням чотирьох джерел струму, і, врахову-
ючи співвідношення S2Sm  , одержуємо 
вираз для розрахунку питомого електричного 
опору зразка:  

 ,,f2 SlmS
I

U
                  (12) 

де: l  – відстань від зонда 4 до ізолюючої гра-
ниці;  

 Slm,f   – геометрична функція поправ-
ки, що залежить від лінійних розмірів системи 
зондів (S), їх співвідношення ( S2Sm  ) та 

 
Рисунок 6 – Графік залежності еквівалентної відстані між зондами від відстані  

між потенціальними зондами (при ммS 10S31  ) 
 

 
Рисунок 7 – Система джерел дзеркальних відображень на зразку напінескінченного об’єму  

з ізолюючою границею 
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відстані ізолюючої границі до найближчого 
зонда. 

Геометрична функція поправки для даного 
випадку дорівнює: 
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Графік геометричної функції поправки 
 Slm,f  зображено на рис. 8.  

У випадку,  якщо Sl 5 , то геометрична 
функція поправки наближається до значення 
0.583 (коефіцієнт поправки К). За умови, якщо 

1m  (зонди розміщені на одній відстані один 
від одного), то при Sl 5  геометрична функ-
ція поправки майже не відрізняється від одини-
ці. В такому разі (К=1) для розрахунку питомо-
го електричного опору можна використовувати 
формулу (10).  

Для випадку, коли лінія зондів розміщена 
паралельно до ізолюючої границі, питомий 
електричний опір напівнескінченного зразка 
розраховується так: 

 ,,q2 SlmS
I

U
               (14) 

де  Slm,q  – геометрична функція поправки, 
яка розраховується так: 

    
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Графік геометричної функції поправки 
 Slm,q  зображений на рис. 9.  

Якщо Sl 5 , то геометрична функція по-
правки наближається до значення 0.583 (коефі-
цієнт поправки К). За умови, якщо 1m  (зон-
ди розміщені на одній відстані один від одно-
го), то при Sl 5  геометрична функція попра-
вки майже не відрізняється від одиниці. В та-
кому разі (К=1) для розрахунку питомого елек-
тричного опору можна використовувати фор-
мулу (10).  

 
4.2. Зразок напівнескінченних  лінійних 

розмірів та кінцевої товщини 
 
Значення питомого електричного опору 

зразка напівнескінчених лінійних розмірів та 
кінцевої товщини за результатами вимірювання 
чотиризондовим методом, як і для зразка на-
півнескінченого об’єму з ізолюючою границею, 
зводиться до розрахунку геометричної функції 
поправки. 

Розглянемо простий випадок плоскої плас-
тини безкінечних розмірів, але скінченої тов-
щини h  із ізолюючими верхньою та нижньою 
границями, на яких повинна виконуватися од-
норідна гранична умова Неймана ( 0jn  ). Ви-
користовуючи метод дзеркальних відображень, 
одержимо вираз для розрахунку питомого елек-
тричного опору зразка:  

 ,Sh,f2 mS
I

U
                (16) 

де  Sh,f m  – геометрична функція поправки, 
яка залежить від відношення товщини пластини 
h до відстані між зондами S.  

 
Рисунок 8 – Геометрична функція поправки  Slm,f  для зразка напівнескінченного об’єму  

з ізолюючою границею (за умови 62  SSm ) 
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При цьому геометрична функція поправки 
рівна: 
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де n  – рівень дзеркального відображення дже-
рела струму.  

Графік геометричної функції поправки 
 Sh,f m  зображено на рис. 10.  

З рис. 10 бачимо, що зі зменшенням тов-
щини зразка і досягнення значення, яке рівне 
приблизно 4S, наявність нижньої поверхні по-
чинає впливати на орієнтацію ліній струму. В 
дуже тонких пластинах струм поширюється 
майже однорідно по товщині, про що свідчить 
лінійна залежність геометричної функції по-
правки від h/S в інтервалі значень від 0 до 0.4. 
В роботі [7] вказано, що в даному інтервалі при 
m=1 геометрична функція поправки прямує до 
значення   S

h1ln22  . В такому випадку, пи-
томий електричний опір зразка розраховується 

 
Рисунок 9 – Геометрична функція поправки  Slm,q  для зразка напівнескінченного об’єму 

з ізолюючою границею (при паралельному розміщенні системи зондів відносно границі, 
6m  

 

 
Рисунок 10 – Геометрична функція поправки  Sh,f m  для пластини з двома ізолюючими 

границями 
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як 
I

U





ln2
h  і не залежить від відстані між 

зондами. 
 
4.3. Зразок кінцевих  лінійних розмірів та 

кінцевої  товщини 
 
Реальні зразки мають бокові грані, які 

впливають на поширення струму. Тому наяв-
ність кінцевих розмірів за всіма координатами 
зразка зумовлює необхідність введення відпо-
відних геометричних функцій поправки. Такі 
функції можуть бути розраховані за результа-
тами розв’язання рівняння Лапласа з відповід-
ними граничними умовами на бокових гранях 
зразка.  

 Застосувавши метод дзеркальних відо-
бражень для зразка прямокутної форми, можна 
розрахувати геометричні функції поправки, які 
залежать від геометричних розмірів зразка. З 
метою врахування товщини пластини прямоку-
тної форми на результати вимірювання питомо-
го електричного опору чотиризондовим мето-
дом, тобто для більш точного розрахунку гео-
метричної функції поправки, необхідно врахо-
вувати вплив потенціалів тривимірної системи 
диполів. 

Для зразків прямокутної форми кінцевої 
товщини, які часто зустрічаються на практиці, 
при розміщенні зондів вздовж центральної лі-
нії, паралельній більшій стороні прямокутника, 
питомий електричний опір розраховується так: 

 ,ShS,bS,a,f2 mS
I

U
       (18) 

де   ShS,bS,a,f m  – геометрична функція 
поправки, яка залежить від реальних кінцевих 
розмірів (довжини а, ширини b та товщини h) 
пластини та від співвідношення лінійних роз-
мірів системи зондів m.  
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де a, b, h – відповідно довжина, ширина та тов-
щина зразка. 

Отже, у всіх випадках, коли розміри зразка 
набагато більші за лінійні розміри системи зон-
дів, зразок можна вважати напівнескінченним, і 
тоді питомий електричний опір розраховується 
так: 

,2 KS
I

U
                      (20) 

де 
m

mK
2

1
  – коефіцієнт поправки, який за-

лежить тільки від співвідношення відстаней 
між зондами. Для випадку, коли m=1, К=1, для 
m=6, К=0.583. 

 
5. Висновки 
Підсумовуючи наведене, можна зробити 

такі висновки: 
Чотиризондовий метод, порівняно з інши-

ми методами вимірювання питомого електрич-
ного опору провідних матеріалів, є простим в 
реалізації, нечутливим до магнітної проникнос-
ті феромагнітних матеріалів та може бути за-
стосований для об’єктів різних геометричних 
розмірів. 

З метою підвищення чутливості методу 
розглянуто теоретичні основи чотиризондового 
методу, що дало змогу встановити оптимальне 
співвідношення відстаней між зондами. При 
цьому, оптимальною відстанню між струмови-
ми та відповідними їм потенціальними контак-
тами повинна становити ммS 10 ; відстань 
між потенціальними контактами – мм. 602 S  

Проведено математичне моделювання, що 
дало змогу розрахувати геометричні функції 
поправок до формули, яка застосовується для 
визначення питомого електричного опору на-
півнескінченних об’єктів, лінійні розміри яких 
набагато більші за розміри системи зондів. Роз-
глянуто основні випадки, за яких необхідно 
вводити коригування у загальну формулу, та 
розраховано відповідні функції поправок. 

Удосконалено математичну модель розра-
хунку питомого електричного опору матеріалів 
зразків прямокутної форми кінцевих розмірів 
шляхом розрахунку геометричної функції по-
правки, що враховує співвідношення лінійних 
розмірів зразка (довжини, ширини, товщини) і 
лінійних розмірів системи зондів. 

Графічний аналіз свідчить, що у всіх випа-
дках, коли відстань від системи зондів до будь-
якого краю об’єкта контролю перевищує від-
стань між струмовим та потенціальним зонда-
ми, більше ніж в 5 разів, то розрахунок питомо-
го електричного опору можна проводити за фо-
рмулою (10), помноженою на коефіцієнт по-
правки К=0.583.  

Чотиризондовий метод може бути викори-
станий і для зразків іншої геометричної форми, 
наприклад, для циліндричних об’єктів, шляхом 
введення додаткових функцій поправок, які за-
лежатимуть від кривизни поверхні.  
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