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Вступ 
 
Для надійного і довготривалого видобу-

вання енергоносіїв нафтові та газові свердло-
вини кріплять колонами сталевих обсадних 
труб. Обсадна колона захищає стінки від руй-
нування, ізолює різнорідні гірські шари з різ-
ними пластовими тисками від перетікання над-
рових флюїдів, забезпечує умови для видобу-
вання нафти чи газу з великих глибин. Тому 
основними показниками працездатності колони 
труб є її міцність та герметичність. 

Свердловина може кріпитися проміжними 
обсадними колонами, які не досягають приви-
бійної зони. Найбільш відповідальною є екс-
плуатаційна колона, яка з’єднує устя сверд-
ловини з продуктивними пластами покладів 
вуглеводнів. Вона може досягати глибини 4-7 
км при довжині колони труб 6-9 км, зокрема у 
похило скерованих та горизонтальних свердло-
винах. І при цьому для виконання свого за-
вдання колона труб повинна бути суцільною, 
міцною і герметичною. 

Як правило, проект свердловини, включно 
з її похилими та горизонтальними ділянками, 
розробляють в одній площині z0x, де 0z – вер-
тикальна вісь, напрямлена вниз, 0x – горизон-
тальна вісь у директивному напрямку буріння 
(за азимутом на продуктивний пласт). 
Зрозуміло, що під час буріння свердловини ви-
никають відхилення від директивної верти-
кальної площини, які постійно виправляються 

технічними і технологічними засобами. У ре-
зультаті свердловина може складатись з однієї 
чи кількох достатньо протяжних частин, що 
містять похилі, викривлені і горизонтальні ді-
лянки, які можна вписати в одну площину з 
прийнятною точністю. 

 
Аналіз відомих досліджень взаємодії колони 

труб зі стінками свердловини 
 
Для дослідження взаємодії бурильних труб 

зі стінками свердловини група азербайджансь-
ких науковців під керівництвом М. П. Гулізаде 
[1] записала повну систему диференціальних 
рівнянь механіки тонких стрижнів, яким задо-
вольняє колона труб у просторово викривленій 
свердловині. Система цих рівнянь не була роз-
в’язана, але на її основі був зроблений висновок 
лиш про те, що внаслідок взаємодії зі стінками 
свердловини на колону труб діє розподілений 
крутний момент за рахунок просторового ви-
кривлення свердловини. Цим аналітично був 
підтверджений той факт, що під час опускання 
бурильних труб відбувається прокручування 
елеватора, на якому підвішена колона. 

У попередніх роботах цих же авторів для 
дослідження сил тертя при опусканні у похилу 
свердловину бурильна колона була розглянута 
як нерозтягувана важка нитка. Слід зауважити, 
що такий підхід є невиправданим, оскільки від-
повідна теорія вагомої нитки передбачає відсу-
тність її опору при згинанні, що вступає у про-
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Для исследования взаимодействия обсадной колонны со стенками наклонной, искривленной по дуге ок-

ружности и горизонтальной скважины применена теория длинного упругого стержня. Распределение ре-
акций стенок скважины и осевой силы (растяжения или сжатия) вдоль колонны найдено решением соот-
ветствующей системы дифференциальных уравнений. Полученные результаты позволяют определять 
длину сжатой нижней части колонны при разных конфигурациях скважины и условиях трения. 
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The theory of a long elastic rod has been applied to study the interaction of a casing string with walls of an 

inclined, curved along a circle arc and a horizontal borehole. The distribution of wellbore wall reactions and the 
axial force (tension or compression) along the casing column has been revealed by solving the corresponding 
system of differential equations. The obtained results allow us to determine the length of the compressed lower part 
of the column at different well configurations and friction conditions. 
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тиріччя з реальною механікою колони буриль-
них чи обсадних труб. 

Дослідженню сил опору під час руху коло-
ни труб у свердловині також присвячена робота 
М. М. Александрова [2]. Тут був застосований 
підхід геометричного описання бурильної коло-
ни при її силовій взаємодії зі стінками просто-
рово викривленої свердловини, яка задавалась 
ділянками заздалегідь визначеної форми; при 
цьому розміщення розтягнутих і стиснених ді-
лянок колони вважалось відомим. У результаті 
розрахункова модель бурильної колони не міс-
тить внутрішніх силових параметрів опору труб 
і не може вірогідно відображати напружено-де-
формований стан колони. 

У роботі [2] прийнято термін "притискаль-
на сила" для опису взаємодії колони труб зі сті-
нками свердловини. Слід зауважити, що цей 
термін створює невірне уявлення про джерело 
походження цієї взаємодії. Первинною силою, 
що діє на колону, є її розподілена вага, джере-
лом якої є потенціальна енергія маси труб у 
гравітаційному полі Землі. А для опису взаємо-
дії колони труб зі стінками свердловини слід 
застосовувати термін "сила реакції" чи "реакція 
стінок", який вказує на протидію чи зрівнова-
жування сил ваги і саме який прийнято у меха-
ніці. У результаті взаємодії ваги труб і реакції 
стінок свердловини колона змінює форму, що 
породжує внутрішні сили опору у тілі труб, 
джерелом яких є потенціальна енергія деформа-
ції матеріалу труб. 

Таким чином, залишається ще недостатньо 
дослідженим питання взаємодії колони труб 
при їх опусканні зі стінками непрямолінійної, 
викривленої свердловини. 

 
Постановка задачі і мета роботи 

 
З огляду на велику довжину (порівняно з 

діаметром) та викривлення свердловини обсад-
на колона аналітично представлена як довгий 
пружний стрижень [1, 3, 4]. Згідно із загальною 
теорією напружено-деформований стан гнучко-
го стрижня описується системою диференціаль-
них рівнянь [3, 4], яка складається з 3-ох рів-
нянь рівноваги внутрішніх і зовнішніх сил, та-
ких же 3-ох рівнянь для моментів, 3-ох кінема-
тичних рівнянь та 3-ох рівнянь пружних згина-
льних моментів. Ці рівняння містять такі неві-
домі: 3 проекції внутрішніх сил на головні осі 
перерізу стрижня, такі ж 3 проекції внутрішніх 
моментів, 3 координатні кути Ейлера і 3 криви-
зни стрижня. Оскільки відомі розміри стрижня і 
його жорсткість на згин, то за допомогою 
останніх 3-ох рівнянь невідомі моменти у сис-
темі можна виключити, замінивши їх 3-ма кри-
визнами. Також аналіз показав [4], що рівняння 
рівноваги є однорідними відносно параметра 
жорсткості стрижня, тому сили і моменти, 
включно з розподіленими і зовнішніми, можна 
поділити на жорсткість EJ. Це рівнозначно роз-
гляду довгого стрижня з одиничною жорсткіс-
тю на згин. 

Виходячи з викладеного вище, у цій статті 
поставлена мета – аналітично дослідити взає-

модію обсадної колони зі стінками похилих, 
викривлених і горизонтальних ділянок свердло-
вини, розташованих в одній площині, на основі 
механіки довгих пружних стрижнів. 

 
Основна система диференціальних рівнянь 

 
Застосовуючи загальну систему диферен-

ціальних рівнянь гнучкого стрижня [3, 4] до 
випадку викривлення в одній площині, прийма-
ємо, що його згин відбувається лише у верти-
кальній площині z0x, так що дотична до осі 
стрижня вісь t та головна вісь u інерції перерізу 
залишаються у площині згину. Тому у системі 
рівнянь відсутні проекції внутрішніх попере-
чної сили Qv і згинального момента Mu (які від-
гинають стрижень з вертикальної площини) та 
скручувальний момент Mt , а також рівні нулю 
дві кривизни і два координатні кути (прецесії та 
чистого обертання). У результаті у системі за-
лишаться лише два рівняння рівноваги сил у 
проекціях на дотичну і нормаль до осі стрижня, 
рівняння рівноваги згинальних моментів, кіне-
матичне рівняння і рівняння пружного момен-
та: 

0=+⋅− tu
t FQq

ds

dQ
, 

0=+⋅+ ut
u FQq

ds

dQ
, 

0=+ u
v Q

ds

dM
,                     (1) 

q
ds

d =ϑ
, 

EJqM v ⋅= , 
де   Qt – осьова сила (проекція внутрішньої си-
ли на дотичну t );   

Qu – поперечна сила (проекція внутрішньої 
сили на вісь інерції u );   

Mv – внутрішній згинальний момент;   
Ft i Fu – проекції зовнішніх розподілених 

навантажень відповідно на дотичну t і на голо-
вну вісь інерції u ;   

ϑ  – зенітний кут1 дотичної до осі стрижня; 
q = R

–1 – кривизна1 ділянки стрижня; 
R – радіус кривизни;   
s – координата перетину стрижня вздовж 

його викривленої осі;   
E – модуль пружності матеріалу;   
J – головний момент інерції. 
За допомогою останнього рівняння виклю-

чимо із системи момент Mv і введемо нові по-
значення силових чинників: 

EJ

Q
t t= ,  

EJ

Q
u u= ,  

EJ

M
q v= .           (2) 

Розподілене навантаження  j  , що діє на ко-
лону, – це вага одиниці довжини колони, вклю-
чаючи вагу труб, муфт, центраторів та іншого 
                                                           

1 Тут збережені позначення кута нутації ϑ  і 
кривизни q, запропоновані Л. Ейлером та викорис-
тані Г. Кірхгофом. 
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колонного оснащення, спрямована вздовж осі 
Oz (вертикально вниз), за вирахуванням вишто-
вхувальної сили бурового розчину, який зали-
шається у свердловині: 

EJ

Sg
j

)( γρ −= ,                      (3) 

де   g – прискорення вільного падіння;   
ρ – густина матеріалу труб;   
γ – густина бурового розчину;   
S – площа зведеного поперечного перерізу 

колони. 
Початково прямолінійна колона труб отри-

мує форму непрямолінійної осі свердловини. 
Це відбувається за рахунок сил реакції її стінок, 
які діють на стрижень і вигинають його. У 
першому наближенні вважаємо, що колона кон-
тактує зі стінками по усій довжині (нехтуємо 
малими зазорами між стінкою і трубою порів-
няно з великими відхиленнями осі від прямолі-
нійної форми). Отже, крім ваги на стрижень діє 
реакція стінок f (s), розподілена по його довжи-
ні за певним законом, внаслідок чого довгий 
пружний стрижень набуває заданої форми. 
Приймаємо, що розподілене навантаження  f  
спрямоване по нормалі до криволінійної осі 
стрижня і є додатним, якщо його проекція на 
горизонталь має додатний напрямок. 

Внаслідок контактування і тертя колони зі 
стінками при її русі у свердловині по дотичній 
до осі діє сила тертя, пропорційна величині 
розподіленої реакції f з коефіцієнтом тертя kt . 
Таким чином, проекції розподілених наванта-
жень ваги і реакції відповідно на дотичну  t і на 
головну вісь інерції  u  можна виразити так: 

fkj
EJ

F
t

t −= ϑcos , fj
EJ

Fu +−= ϑsin .  (4) 

Отже, колону труб як довгий пружний 
стрижень, зігнений внаслідок взаємодії зі стін-
ками свердловини, викривленої в одній площи-
ні, можна описати такою неоднорідною систе-
мою диференціальних рівнянь: 

fjtqu −=⋅+′ ϑsin , 

fkjuqt t+−=⋅−′ ϑcos ,             (5) 

0=+′ uq , q=′ϑ , 
де штрих позначає похідну функції за коорди-
натою s . 

Далі проведено дослідження і розв’язання 
отриманої основної системи рівнянь для різних 
випадків конфігурації свердловини та умов  
тертя. 

 
Прямолінійна ділянка свердловини  
без тертя (ідеалізований випадок) 

 
На прямолінійній ділянці свердловини ко-

лона немає кривизни: 0=′ϑ , тому відсутні 
згинальний момент і поперечна сила: 0=q , 

0=u ; коефіцієнт тертя 0=tk . Підставивши 
ці значення, спростимо систему рівнянь (5): 

ϑsinjf = , ϑcosjt −=′ .             (6) 

Знаючи диференціал ϑcosdsdz= , пря-
мим інтегруванням знайдемо 

czjcdsjt +−=+−= ∫ ϑcos , 

де   z – координата перетину стрижня по верти-
калі (глибина);   

с – стала інтегрування. 
Гранична умова: до нижнього кінця колони 

прикладена осьова сила ZTt =  при Zz = ,  де  
Z – вертикальна координата кінцевого перети-
ну. Звідси  

ZTZjc += . 
Індексом Z позначена величина параметра 

при Zz = . Зокрема, на вільному кінці стрижня 
(на башмаку колони): 0=ZT . Осьова сила 

ZTzZjt +−= )( .                    (7) 
Для прямолінійної похилої ділянки сверд-

ловини: ϑcosZLzZ =− ,  де  LZ – довжина ко-
лони від даного перетину до кінця ділянки з 
координатою Z . Тому 

ZZ TLjt += ϑcos .                   (8) 
Тут осьова сила менша за вагу частини ко-

лони, розміщеної нижче від перетину, тому що 
вона обперта до стінки свердловини. Попере-
чна сила відсутня, тому що зовнішні сили зрів-
новажені (за рівнянням (6) – проекція ваги ко-
лони і реакція стінок свердловини). 

Для вертикальної свердловини 0=ϑ , тому 
реакція свердловини відсутня: f = 0, а осьова 
сила дорівнює вазі нижньої частини колони: 

ZZ TLjt += .                         (9) 
Для горизонтальної свердловини °= 90ϑ , 

тому 0=t , 0=ZT , а реакція стінок: jf = ; 
колона повністю обперта на свердловину. Якщо 
викривлена ділянка колони переходить у гори-
зонтальну, то осьова сила зникає у перетині, де 
зникає кривизна. 

 
Ділянка свердловини, вигнута за дугою кола, 

без тертя (ідеалізований випадок) 
 
Радіус дуги constR = , тому кривизна ко-

лони і згинальний момент: 1−==′ Rqϑ . 
При переході від прямолінійної ділянки 

стрижня до вигнутої за дугою кола немає гео-
метричного зламу осі, тому що у перехідному 
перетині дотичні співпадають. Але тут відбува-
ється стрибок величини згинального момента, 
який є на дуговій ділянці і пропорційний кри-
визні, проте відсутній на прямолінійній ділянці. 
Це є наслідком ідеалізації задачі, у першу чер-
гу, через описання кривої ідеальним колом. У 
реальній свердловині, діаметр якої дещо біль-
ший за колону, краї суміжних ділянок колони 
труб отримують кривизни, які змінюються від  
R–1 на дуговій ділянці до 0 на прямій. 

Поперечна сила відсутня: 0=′−= qu . При 
0=tk  спрощена система (5) має вигляд: 

ϑϑ ′⋅−= tjf sin , ϑcosjt −=′ .      (10) 
Застосувавши диференціал ϑdRds= , 

прямим інтегруванням, отримаємо: 
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cRjcdRjt +−=+−= ∫ ϑϑϑ sincos . 

Гранична умова: до нижнього кінця колони 
прикладена осьова сила Zt T=  при Θ=ϑ ,  де  
Θ – значення зенітного кута на кінці ділянки 
при Zz = , звідки  sin Zc jR T= Θ + . 

Отже, при нехтуванні тертям на дуговій ді-
лянці свердловини осьова сила натягу колони 
та розподілена реакція стінок, яка створює її 
задану форму, визначаються так: 

(sin sin ) Zt j R Tϑ= Θ − + , 
1(2sin sin ) Zf j T Rϑ −= − Θ − .          (11) 

Характер розподілу цих чинників показано 
на рис. 1 залежно від довжини дугової ділянки 
колони при переході від вертикальної до похи-
лої свердловини. Тут зенітний кут зростає у 
межах Θ<< ϑ0 . Для обсадних труб діаметра 
146 мм розраховано 34,0=EJj  кН/м,  для діа-
метра 168 мм – 44,0=EJj  кН/м. 

Розподіл параметрів t i f вздовж осі колони 
можна вважати лінійним, коли значення зеніт-
ного кута малі, тому що ϑϑ =sin  (у радіанах) 
при °<< 140 ϑ  з похибкою, не більшою за 1% 
(при °<Θ 32  відхилення від лінійності менше 
за 5%; при °<Θ 45  – менше за 10%). При-
кладання кінцевої сили TZ за відсутності тертя 
змінить величину параметра на всій довжині 
колони на однакову величину (графіки на рис. 1 
змістяться по вертикалі відносно нуля). 

Додатна реакція стінок свердловини на-
правлена до центра кривизни ( f  > 0), а від’ємна 
– назовні дуги кола ( f < 0). Значення реакції 
стінок на краях ділянок відмінні від дійсних, 
тому що у розглянутій задачі до країв стрижня 
умовно прикладені згинальні моменти для от-
римання заданої однакової кривизни. 

Розглянемо ділянку у вигляді дуги кола 
при переході від похилої свердловини до гори-
зонтальної, для якої °=Θ 90 . Тут зенітний кут 
теж зростає у межах °<< 900 ϑϑ , де 0ϑ  – його 

значення на початку ділянки (це зенітний кут 
похилої свердловини). У горизонтальній сверд-
ловині 0=ZT , тому осьова сила і реакції стінок 
виражаються так: 

)sin1( ϑ−= Rjt , )1sin2( −= ϑjf .  (12) 

На рис. 2 показано характер розподілу цих 
чинників залежно від довжини дугової ділянки 
при переході від похилої до горизонтальної 
свердловини. Нелінійність їх розподілу особ-
ливо виявляється за великих значень зенітного 
кута. Значення реакції стінки прямолінійної і 
дугової ділянок свердловини не співпадають у 
перетині, що їх з’єднує, внаслідок представлен-
ня останньої дугою ідеального кола. 

У практиці буріння і кріплення свердловин 
часто зустрічаються випадки переходу за дугою 
кола від похилої до вертикальної ділянки при-
вибійної зони. На такій дуговій ділянці колони 
зенітний кут спадає від 0ϑ  до 0=Θ , тому 

0<′ϑ , а диференціал ϑdRds −= , у результаті 
чого розв’язок спрощеної системи рівнянь та-
кий: 

ZTRjt += ϑsin , 1sin2 −+= RTjf Zϑ . (13) 

На рис. 3 показано характер розподілу цих 
чинників залежно від довжини дугової ділянки 
при переході від похилої до вертикальної свер-
дловини. 

 
Прямолінійна ділянка свердловини  

з врахуванням тертя 
 
Дію сил тертя на колону з боку стінок све-

рдловини враховуємо за умовою, що коефіцієнт 
тертя у межах ділянки колони однаковий: 

constkt = , 10 << tk . 
У прямолінійної колони кривизна відсутня: 
0=′ϑ , тому відсутні згинальний момент і по-

перечна сила: 0=q , 0=u . 

  
а) б) 

j EJ = 0,4 кН/м;  R = 382 м;  kt = 0;  TZ = 0; 
1 – °=Θ 15 ;  2 – °=Θ 30 ;  3 – °=Θ 45 ;  4 – °=Θ 60 ;  5 – °=Θ 75 ;  6 – °=Θ 90  

Рисунок 1 – Розподіл осьової сили (а) і реакції стінок (б) по довжині колони  
залежно від зенітного кута Θ у кінці дугової ділянки свердловини 
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Для горизонтальної свердловини °= 90ϑ . 
З першого рівняння системи (5) реакція стінки 

jf =  і створює зовнішню силу тертя таку, що 

HtH LfkT = ,                    (14) 

де   LH – довжина горизонтальної частини ко-
лони. Сила тертя діє на горизонтальну колону 
при її просуванні до вибою і спрямована проти-
лежно до напрямку руху. 

Друге спрощене рівняння системи (5) та 
його інтеграл такі: 

jkt t=′ ,     csjkt t += , 
де   s – координата перетину колони від почат-
ку горизонтальної ділянки. 

Гранична умова – осьова сила відсутня на 
башмаку колони: 0== ZTt  при HLs= , звідки: 

)( sLjkt Ht −−= .                 (15) 

Отже, внаслідок руху колони і тертя на го-
ризонтальній ділянці у тілі труб виникає осьова 
стискальна сила ( 0<t ), яка у початковому пе-
ретині: HtH LjkT −= . Як бачимо, ця внут-
рішня сила дорівнює зовнішній силі тертя, що 
діє на колону. 

Таким чином силу ТH визначено як силу 
гальмування руху горизонтальної колони. 
Оскільки при цьому глибина незмінна, то для 
просування колони до неї потрібно прикладати 
осьову стискальну силу на усті свердловини, не 
меншу за |ТH|, величина якої буде зростати зі 
збільшенням довжини просування LH . 

Для похилої прямолінійної свердловини 
const=ϑ ; тоді розподілена реакція її стінок: 

ϑsinjf = .  Друге рівняння системи (5) спро-
щується до такого: 

ϑϑ sincos jkjt t+−=′ .              (16) 

  

а) б) 
j EJ = 0,4 кН/м;  R = 382 м;  kt = 0;  TZ = 0; 

1 – °= 750ϑ ;  2 – °= 600ϑ ;  3 – °= 450ϑ ;  4 – °= 300ϑ ;  5 – °=150ϑ ;  6 – °= 00ϑ  

Рисунок 2 – Розподіл осьової сили (а) і реакції стінок (б) по довжині колони залежно від  
зенітного кута 

0ϑ  на початку дугової ділянки свердловини при її переході у горизонтальну 
 

  

а) б) 
j EJ = 0,4 кН/м;  R = 382 м;  kt = 0;  TZ = 0; 

1 – °=150ϑ ;  2 – °= 300ϑ ;  3 – °= 450ϑ ;  4 – °= 600ϑ ;  5 – °= 750ϑ ;  6 – °= 900ϑ  

Рисунок 3 – Розподіл осьової сили (а) і реакції стінок (б) по довжині колони  
залежно від зенітного кута 

0ϑ  на початку дугової ділянки свердловини при її переході  
з похилої у вертикальну 
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Прямим інтегруванням знайдемо: 
=+⋅+⋅−= csjksjt t ϑϑ sincos  

cxjkzj t ++−= , 
де   х – горизонтальна координата даного пере-
тину стрижня відносно початкового (відстань 
по горизонталі від початку похилої ділянки 
свердловини до перерізу колони). 

У даному випадку  ϑtg⋅= zx ,  тоді: 

czkjt t +−−= )tg1( ϑ . 
Гранична умова: до нижнього перетину ді-

лянки колони прикладена осьова сила  ZTt =   
при  Zz = ,  звідки маємо: 

cZkjT tZ +−−= )tg1( ϑ , 

ZkjTc TZ )tg1( ϑ−+= . 
Отже, осьова сила на похилій ділянці: 

Zt TkzZjt +−−= )tg1()( ϑ .       (17) 
Як бачимо, внутрішня осьова сила розтягу 

стає меншою внаслідок сили тертя, яка зале-
жить від коефіцієнта тертя та зенітного кута 
нахилу свердловини. 

Для вертикальної ділянки ( 0=ϑ ) останні 
формули співпадають з такими, що отримані 
без врахування тертя; тому вони теж не врахо-
вують тертя об стінки вертикальної свердло-
вини центрувальних та інших пристроїв, якими 
обладнують обсадну колону. 

Розглянемо похилу прямолінійну свердло-
вину, близьку до горизонтальної: °<<° 9060 ϑ , 
та просування по ній нижньої частини колони з 
башмаком, на якому 0=ZT . При цьому можли-
вий випадок: 1tg =ϑtk . Тоді розтягувальна си-
ла у тілі труби зникає, тому що проекція ваги 
на вісь колони зрівноважується силою тертя, 
яка діє у протилежному напрямку. Це може ма-
ти місце, наприклад, при співвідношеннях 
параметрів, які наведені у таблиці: 

 

kt 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
ϑ  84°,3 78°,7 73°,3 68°,2 63°,4 

 
Якщо зенітний кут колони менший за вка-

заний у таблиці, то сила гальмування не вини-
кає, а для просування труб не потрібно прикла-
дати до додаткову стискальну силу. Якщо ж 
зенітний кут пологої свердловини перевищує 
вказаний у таблиці кут для відповідного серед-
нього коефіцієнта тертя на ділянці, то для про-
сування колони труб довжиною  LH  потрібно 
прикласти стискальну силу, не меншу за 

=−−= )1tg(cos ϑϑ tHH kLjT  

)cossin( ϑϑ −−= tH kLj .            (18) 
Для точного розрахунку сил гальмування 

колони труб на пологих і горизонтальних діля-
нках свердловини потрібно знати точні значен-
ня фізичних коефіцієнтів тертя. 

 

Ділянка свердловини, вигнута за дугою кола,  
з врахуванням тертя 

 
Розглянемо випадок, коли ділянку сверд-

ловини можна описати дугою кола постійного 
радіуса R з достатньою точністю. Такі ділянки 
можна виявити при чисельному диференцію-
ванні інклінометричної таблиці )(sϑ . 

У цьому випадку кривизна колони і згина-
льний момент  constRq ===′ −1ϑ ,  поперечна 
сила  0=−=′ uq ,  а основна система (5) спро-
щується до вигляду: 

fjRt −=⋅ − ϑsin1 , fkjt t+−=′ ϑcos . (19) 
З першого рівняння отримаємо вираз роз-

поділеної реакції стінок свердловини: 
1sin −⋅−= Rtjf ϑ .                (20) 

Отже, задача визначення реакції  f  вимагає 
знаходження осьової сили  t . Для цього виклю-
чимо функцію  f  з системи (19): 

)cossin(1 ϑϑ −=⋅+′ −
tt kjtRkt .    (21) 

Отримане диференціальне рівняння є лі-
нійним неоднорідним першого порядку. Врахо-
вуючи, довжину дуги ϑRs = , розв’язок одно-

рідного рівняння 01 =⋅+′ − tRkt t  знайдемо 
розділенням змінних: 

R

k

t

t t−=
′

  ⇒  ϑtkeCt −= .             (22) 

Невизначений коефіцієнт С для неоднорід-
ного рівняння знайдемо методом Лагранжа: 

tRkeCkeCeCt t
k

t
kk ttt ⋅−′=′−′=′ −−−− 1ϑϑϑ ϑ ; 

)cossin(1 ϑϑϑ −=′=⋅+′ −−
t

k
t kjeCtRkt t ; 

)cossin( ϑϑϑ −=′ t
k kejC t ; 

cdsejdsekjC tt kk
t +−= ∫∫ ϑϑ ϑϑ cossin . 

Знаючи диференціал ϑdRds= , 
отримаємо: 

( −= ∫ ϑϑϑ dekRjC tk
t sin  

) cde tk +− ∫ ϑϑϑ cos .                (23) 

Ці інтеграли знайдемо, двічі застосувавши 
інтегрування частинами. Перший інтеграл (23): 

=−= ∫∫ )(cossin ϑϑϑ ϑϑ dede tt kk  

=+−= ∫ )(coscos ϑϑ ϑϑ tt kk ede  

=+−= ∫ ϑϑϑ ϑϑ deke tt k
t

k coscos  

=+−= ∫ )(sincos ϑϑ ϑϑ deke tt k
t

k  

( )=−+−= ∫ )(sinsincos ϑϑϑ ϑϑϑ ttt kk
t

k edeke  

∫−+−= ϑϑϑϑ ϑϑϑ dekeke ttt k
t

k
t

k sinsincos 2 . 

Звідси 

ϑϑϑϑ ϑϑϑ cossinsin)1( 2 ttt kk
t

k
t eekdek −=+ ∫ , 
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)cossin(
1

sin 2 ϑϑϑϑ
ϑ

ϑ −
+

=∫ t
t

k
k k

k

e
de

t

t . (24) 

Другий інтеграл (23): 

== ∫∫ )(sincos ϑϑϑ ϑϑ dede tt kk  

=−= ∫ )(sinsin ϑϑ ϑϑ tt kk ede  

=−= ∫ ϑϑϑ ϑϑ deke tt k
t

k sinsin  

=+= ∫ )(cossin ϑϑ ϑϑ deke tt k
t

k  

( )=−+= ∫ )(coscossin ϑϑϑ ϑϑϑ ttt kk
t

k edeke  

∫−+= ϑϑϑϑ ϑϑϑ dekeke ttt k
t

k
t

k coscossin 2 . 

Звідси 

ϑϑϑϑ ϑϑϑ cossincos)1( 2 ttt k
t

kk
t ekedek +=+ ∫ , 

)cos(sin
1

cos
2

ϑϑϑϑ
ϑ

ϑ
t

t

k
k k

k

e
de

t

t +
+

=∫ .(25) 

Таким чином визначено коефіцієнт С: 

( −−
+

= )cossin(
1 2 ϑϑ

ϑ

tt
t

k

kk
k

eRj
C

t

 

) =++− ckt )cos(sin ϑϑ             (26) 

( ) ckk
k

eRj
tt

t

kt

++−
+

−= ϑϑ
ϑ

cos2sin)1(
1

2
2

. 

Загальний розв’язок неоднорідного рів-
няння (21): 

( )2
2

(1 )sin 2 cos
1

tk
t t

t

jR
t c e k k

k
ϑ ϑ ϑ−= ⋅ − − +

+
.(27) 

Гранична умова: до нижнього кінця ділян-
ки колони прикладена осьова сила ZTt =   при  

Zz =  і Θ=ϑ , звідки маємо: 

( )Θ+Θ−
+

−= Θ− cos2sin)1(
1

2
2 tt
t

k
Z kk

k

Rj
ecT t , 

( ) Θ
Θ

+Θ+Θ−
+

= t

t
k

Ztt
t

k

eTkk
k

eRj
c cos2sin)1(

1
2

2
. 

Отже, на вигнутій за дугою кола ділянці 
осьова сила з врахуванням тертя така: 
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Тоді за рівнянням (20) реакція стінок свер-
дловини з врахуванням тертя така: 

( −+
+

= )cos(sin2
1 2 ϑϑ t

t

k
k

j
f  

)−Θ+Θ−− −Θ )cos2sin)1(( 2)(
tt

k kke t ϑ    (29) 

)( ϑ−Θ− tkZ e
R

T
. 

Характер розподілу осьової сили і реакції 
стінок показано на рис. 4 залежно від довжини 
колони на дуговій ділянці переходу від верти-
кальної до похилої свердловини, на якій зеніт-
ний кут зростає у межах Θ<< ϑ0 . Внаслідок 
тертя збільшується нелінійність розподілу 
осьової сили, а її величина зменшується; особ-
ливо це виявляється при більших значеннях 
зенітного кута. 

На дуговій ділянці ближче до горизонталь-
ної свердловини тертя спричинює у колоні труб 
внутрішню стискальну силу (на довжині 230 м 
– рис. 4а, лінія 6; координата нейтрального пе-

  
а) б) 

kt = 0,3;  j EJ = 0,4 кН/м;  R = 382 м;  TZ = 0; 
1 – °=Θ 15 ;  2 – °=Θ 30 ;  3 – °=Θ 45 ;  4 – °=Θ 60 ;  5 – °=Θ 75 ;  6 – °=Θ 90  

Рисунок 4 – Розподіл осьової сили (а) і реакції стінок (б) по довжині колони при дії тертя  
залежно від зенітного кута Θ у кінці дугової ділянки свердловини 
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ретину 370 м). Нелінійність і величина реакції 
стінок теж зростають; на ближчій до горизонта-
льної ділянці (довжиною 120 м – рис. 4б, лінія 
6) вона навіть дещо перевищує вагу колони. 

При переході по дузі кола від похилої све-
рдловини до горизонтальної, для якої °=Θ 90 , 
зенітний кут зростає у межах °<< 900 ϑϑ , де 

0ϑ  – його значення на початку дугової ділянки, 
а осьова сила і реакції стінок виражаються так: 

( −−−
+

= − )sin()1(
1

)5,0(2
2 ϑϑπtk

t
t

ek
k

Rj
t  

) )5,0(cos2 ϑπϑ −+− tk
Zt eTk ,         (30) 
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k
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j
f  

) )5,0()5,0(2)1( ϑπϑπ −− −−− tt kZk
t e
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T
ek .   (31) 

На рис. 5 показано характер розподілу цих 
чинників у залежності від довжини дугової ді-
лянки при переході від похилої до горизон-
тальної свердловини. Внаслідок тертя осьова 
сила значно зменшується, а на пологій ділянці, 
ближче до горизонтальної, відбувається стис-
кання труби (на довжині 230 м, °≤≤° 9056 ϑ  – 
рис. 5а). Величина реакції стінок теж зростає у 
додатному напрямку; на ближчій до горизон-
тальної ділянці (довжиною 120 м – рис. 5б) во-
На ділянці переходу по дузі кола від похилої 
свердловини до вертикальної ділянки приви-
бійної зони зенітний кут колони спадає від 0ϑ  
до 0=Θ , тому 0<′ϑ , а  ϑdRds −= , у ре-
зультаті чого розв’язок основної системи рів-
нянь (19) такий: 

( +−
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На рис. 6 показано характер розподілу цих 
чинників у залежності від довжини дугової ді-
лянки при переході від похилої до вертикальної 
свердловини. Внаслідок тертя осьова сила роз-
тягу стає значно меншою. На початку переходу 
від пологої ділянки (з великим зенітним кутом) 
до вертикальної ( 0=Θ ) осьова сила розтягу є 
меншою через велику силу тертя; далі зі змен-
шенням зенітного кута сила тертя зменшується, 
а сила розтягу зростає (рис. 6а, лінії 5 і 6). На 
цій же ділянці реакція стінок стає меншою вна-
слідок тертя. 

 
Визначення нейтрального перетину  

обсадної колони у похилій і горизонтальній 
свердловині 

 
Одержані результати дають змогу визначи-

ти положення нейтрального перетину обсадної 
колони, у якому осьова сила розтягу перехо-
дить у стискальну силу, створену тертям коло-
ни об стінки свердловини. 

Спочатку розглянемо випадок, коли обсад-
на колона опущена з похилої ділянки у вигнуту 
за дугою кола, а башмак колони дійшов до по-
чатку горизонтальної свердловини: 0=ZT . Як 
показує рис. 5а, нижня частина такої колони 
знаходиться у стисненому стані, а у нейтраль-

  
а) б) 

kt = 0,3;  j EJ = 0,4 кН/м;  R = 382 м;  TZ = 0; 
1 – °= 750ϑ ;  2 – °= 600ϑ ;  3 – °= 450ϑ ;  4 – °= 300ϑ ;  5 – °=150ϑ ;  6 – °= 00ϑ  

Рисунок 5 – Розподіл осьової сили (а) і реакції стінок (б) по довжині колони під дією тертя  
залежно від зенітного кута 

0ϑ  на початку дугової ділянки свердловини при її переході  
у горизонтальну 
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ному перетині 0=t , тоді за формулою (28) ма-
ємо рівняння 

0cos2)sin()1( )5,0(2 =−−− − ϑϑϑπ
t

k
t kek t . (34) 

Це параметричне трансцендентне рівняння 
залежить лише від коефіцієнта тертя kt та, на 
що слід звернути особливу увагу, не залежить 
ні від питомої ваги колони, ні від радіуса її 
кривизни. Його розв’язання, виконане у системі 
Mathcad графічно і за функцією root , дало такі 
результати: 
 

kt 0,1 0.2 0,3 0,4 0,5 
ϑ  78°,5 67°,1 55°,6 43°,9 31°,9 

 
Цей розв’язок вказує зенітний кут, почина-

ючи з якого буде стисненою обсадна колона, 
що через дугову ділянку починає входити у го-
ризонтальну свердловину, в залежності від ко-
ефіцієнта тертя на ділянці. Отже, чим більший 
коефіцієнт тертя, тим вище по колоні і з мен-
шого зенітного кута починається осьовий стиск 
колони у викривленій свердловині. 

Тепер розглянемо випадок, коли у горизон-
тальній свердловині вже знаходиться частина 
колони довжиною LH, просунута з дугової діля-
нки. Вона створює у перерізі, що з’єднує дуго-
ву і лінійну ділянки колони, стискальну силу 

HtZ LjkT −=  згідно з (15). Тоді за формулою 
(28) отримаємо таке трансцендентне рівняння 
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У цьому випадку параметричне рівняння 
залежить від коефіцієнта тертя kt , від радіуса 
кривизни R дугової ділянки і довжини LH коло-
ни, просунутої у горизонтальну свердловину, 
але не залежить від питомої ваги колони. Його 
розв’язання, наприклад, при R = 382 м, kt = 0,3 
дало таку залежність зенітного кута ϑ  нейтра-
льного перетину від довжини LH : 
 

LH, м 0 100 200 300 400 500 625 
ϑ  55°,6 42°,5 32°,8 24°,3 16°,5 9°,1 0° 

 
Цей розв’язок вказує зенітний кут ϑ , по-

чинаючи з якого у дуговій ділянці буде стисне-
ною обсадна колона, просунута у горизонталь-
ну свердловину, в залежності від її довжини LH . 
Як бачимо, просування колони у горизонтальну 
свердловину приводить до переміщення уверх 
по колоні нейтрального перетину (зменшення 
його зенітного кута) та збільшення стисненої 
нижньої частини колони у викривленій сверд-
ловині. 

Це пояснюється зростанням сили гальму-
вання колони при збільшенні її довжини у го-
ризонтальній свердловині. Зрозуміло, що сили 
гальмування просуванню колони можуть зрос-
ти настільки, що нейтральний перетин може 
піднятись до рівня стола бурильної установки. 
При цьому уся колона обсадних труб буде сти-
сненою, і для її подальшого просування необ-
хідно на усті свердловини прикладати додатко-
ву осьову силу, більшу за вагу приєднуваної 
обсадної труби. 

Розв’язанням рівняння (35) також отрима-
но залежність зенітного кута ϑ  нейтрального 

  

а) б) 
kt = 0,3;  j EJ = 0,4 кН/м;  R = 382 м;  TZ = 0; 

1 – °=150ϑ ;  2 – °= 300ϑ ;  3 – °= 450ϑ ;  4 – °= 600ϑ ;  5 – °= 750ϑ ;  6 – °= 900ϑ  

Рисунок 6 – Розподіл осьової сили (а) і реакції стінок (б) по довжині колони під дією тертя  
залежно від зенітного кута 

0ϑ  на початку дугової ділянки свердловини при її переході  
з похилої у вертикальну 
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перетину від радіуса кривизни R дугової ділян-
ки, з якої колона просунута у горизонтальну 
свердловину на довжину, наприклад, LH = 400 м 
при kt = 0,3: 
 

R , м 244 382 500 650 900 1200 
ϑ  0° 16°,5 23°,9 29°,7 35°,5 39°,6 

 
Цей розв’язок вказує зенітний кут ϑ , по-

чинаючи з якого на дуговій ділянці буде стис-
неною обсадна колона, просунута у горизонта-
льну свердловину, залежно від радіуса кривиз-
ни R. Як бачимо, зменшення радіуса кривизни 
дугової ділянки приводить до переміщення 
угору по колоні нейтрального перетину (змен-
шення його зенітного кута) та збільшення стис-
неної нижньої частини колони у викривленій 
свердловині. Це можна пояснити тим, що зрос-
тає реакція стінок і сила тертя на самій дуговій 
ділянці. При намаганні опустити колону у го-
ризонтальну свердловину через дугову ділянку 
малого радіуса (великої кривизни) нейтральний 
перетин може переміститись у вертикальну ді-
лянку колони, так що уся її нижня частина, 
включаючи похилу, дугову і горизонтальну, 
буде стиснена. 

Отже, чим довшою запроектовано горизон-
тальну ділянку свердловини, тим більший раді-
ус (меншу кривизну) повинна мати перехідна 
до неї дугова ділянка. Співвідношення між ра-
діусом R дугової і довжиною LH горизонтальної 
ділянок можна знайти за рівнянням (35). 

Розглянемо проект свердловини, за яким її 
вертикальний стовбур через дугову ділянку пе-
реходить у горизонтальну. Спочатку поставимо 
умову, щоб нейтральний перетин знаходився на 
початку дугової ділянки, а вертикальна колона 
була розтягнута: °= 0ϑ . За рівнянням (35) 
отримаємо 
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Співвідношення між R та LH є лінійним при 
постійному kt і °= 0ϑ ; при kt = 0,3 за поперед-
ньою таблицею 244400=RLH . 

Тепер для тієї ж проектної свердловини 
розглянемо залежність зенітного кута ϑ , який 
визначає положення нейтрального перетину, 
від співвідношення RH LL=λ , де RLR π5,0=  
– довжина колони труб у радіусній ділянці све-
рдловини, яка утворює чверть кола. За рівнян-
ням (35) отримаємо таку неявно задану функ-
цію 0),( =λϑF : 

−−−− − ϑϑϑπ cos2)sin()1( )5,0(2
t

k
t kek t  

05,0)1( )5,0(2 =⋅+− − λπϑπtk
tt ekk .     (37) 

Її графіки представлено на рис. 7 для різ-
них значень коефіцієнта тертя. Співвідношення 

RH LL=λ  показує, у скільки разів довжина 
горизонтальної труби може бути більшою (чи 

меншою) за довжину труби на дуговій ділянці; 
а за графіком на рис. 7 можна визначити, де при 
цьому на дузі знаходиться нейтральний пере-
тин – його зенітний кут. Так, наприклад, якщо 
при kt = 0,2 довжини труб на горизонтальній і на 
радіусній ділянках будуть однаковими ( 1=λ ), 
то нейтральним буде перетин труби із зенітним 
кутом 26°,8 (лінія 2). Якщо ж довжина горизон-
тальної труби перевищить довжину дуги у 2 
рази, то нейтральний перетин переміститься на 
початок дугової (у кінець вертикальної ділян-
ки), а вся радіусна ділянка буде стисненою. По-
дальше просування колони у горизонтальну 
свердловину приведе до того, що сила гальму-
вання горизонтальної ділянки колони буде зро-
стати, а нейтральний перетин буде підійматись 
по вертикальній частині колони до устя сверд-
ловини. 

 

 
1 – kt = 0,1;   2 – kt = 0,2;   3 – kt = 0,3; 

4 – kt = 0,4;   5 – kt = 0,5 
Рисунок 7 – Залежність зенітного кута ϑ  
нейтрального перетину (його положення  

на дузі) обсадної колони від співвідношення 
довжин її горизонтальної і дугової ділянок 

 
Остаточні розрахунки стиснених і розтяг-

нених частин непрямолінійної обсадної колони 
можна провести для конкретної конфігурації 
проектної чи пробуреної свердловини, викорис-
товуючи знайдені тут розв’язки для прямолі-
нійних ділянок (вертикальної, похилої, гори-
зонтальної) та вигнутих за дугою кола. 

 
Висновки 

 
Колона обсадних труб у непрямолінійній 

свердловині працює як довгий пружний стри-
жень, зігнений внаслідок реакції її стінок. Для 
поширеного випадку розташування ділянок ко-
лони в одній площині система диференціальних 
рівнянь, яка описує її напружено-деформо-
ваний стан, зведена до чотирьох рівнянь. 
Розв’язок цієї системи у припущенні відсутнос-
ті сил тертя дозволив у першому наближенні 
встановити нелінійний характер розподілу 
осьових сил розтягу і реакцій стінок свердло-
вини вздовж колони на викривлених ділянках. 
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Врахування сил тертя, які діють при опус-
канні колони труб у невертикальну свердлови-
ну, дало змогу знайти вирази стискальних 
осьових сил на горизонтальних, похилих і бли-
зьких до горизонтальних ділянках. Задача руху 
колони на ділянках свердловини, викривлених 
за дугою кола постійного радіуса, зведена до 
неоднорідного лінійного диференціального рі-
вняння першого порядку відносно осьової сили. 
Його розв’язок дозволив з’ясувати особливості 
повздовжнього розподілу осьових сил і реакцій 
стінок свердловини на ділянках зростання і 
спадання зенітного кута. 

Oтримані результати дають змогу визначи-
ти положення нейтрального перетину та довжи-
ну стисненої нижньої частини обсадної колони 
при різних конфігураціях свердловини: на її 
прямолінійних (похилих, горизонтальних) і ви-
кривлених за дугою кола ділянках та при різних 
їх поєднаннях. 
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